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We give here an effective decision procedure for the finiteness of a linear 
semigroup over a commutative field. In order to do this, we define notions of rank 
and image over semigroups, and develop combinatorial methods which we 
have used previously in a paper concerning factorization properties in matrix 
semigroups. In the case of a semigroup H of endomorphisms of a finite-dimen- 
sional vector space E over a skewfield, we prove that a congruence is finite over 
H if and only if it is finite over a class of canonically defined groups of auto- 
morphisms of subspaces of E, in other terms, over a class of subsemigroups 
of End(E), which for that reason we call the characteristic groups of H. This 
paper proves, as a direct consequence, the “Bumside theorem” for matrix 
semigroups over a commutative field, already proved in another way by 
McNaughton and Zalcstein. In addition, we prove the decidability of the 
finiteness. We also give an effective decision procedure for local testability of 
matrix semigroups over skewfields. 
INTRODUCTION 
La premikre intention de ce texte est de prolonger les mCthodes que nous 
avons introduites dans [2] pour Ctablir que l’on peut dkcider de la finitude des 
reprCsentations 1inCaires des semi-groupes de matrices sur un corps commutatif. 
Ce rCsultat prolonge et prkcise le “thkorkme de Burnside” sur les semi-groupes 
de matrices, obtenu par McNaughton et Zalcstein [6]. 
Gardant de l’algkbre lintaire (en dimension finie) certaines propriCtCs ClCmen- 
taires du rang et de l’image, nous dbfinissons une notion de “reprksentation 
ordonnCe g droite,” dont les reprtsentations 1inCaires fournissent un exemple. 
On verra que l’on a obtenu ainsi un outil t&s fkond pour l’analyse structurelle 
des semi-groupes munis d’une reprksentation ordonnke de rang born&-ou 
localement born&--relativement aux problkmes de finitude. Nous mettons alors 
en relief la notion d’lm-noyuu d’un semi-groupe: ce sont les sous-semi-groupes 
de type fini sur lesquels l’image reste constante. Les Im-noyaux d’un semi- 
groupe H contiennent toute l’information concernant sa finitude. Mieux, uric 
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congruence est localement finie sur H si et seulement si elle est finie sur tous 
ses Im-noyaux. Et la finitude d’une congruence est decidable sur H si et 
seulement si elle est decidable sur tous ses Im-noyaux. 
Dans le cas d’une representation lineaire sur un espace vectoriel E de dimension 
finie sur un corps quelconque (skewfield), les Im-noyaux sont particulierement 
simples. 11s sont form& d’endomorphismes de E qui ont tous m&me image, 
et induisent sur cette image des automorphismes. En se restreignant a cette 
image, on peut done attacher B tout Im-noyau un groupe d’automorphismes 
d’un sous-espace de E, ou encore un sous-groupe de End E, qui lui est canoni- 
quement associe, et que nous appelons le “groupe caracteristique” de cet 
Im-noyau. 11 est clair qu’un Im-noyau est fini si et seulement si son groupe 
caracteristique est fini. 
Pour decider si un semi-groupe lineaire est fini, il faut done decider de la 
finitude de ses groupes caracteristiques. Nous le ferons-sur un corps com- 
mutatif-en suivant pas a pas la demonstration du theoreme de Burnside pour 
les groupes de matrices, telle qu’elle est don&e dans Kaplansky [4], en observant 
qu’elle peut &tre refaite de manihe constructive. 
Pour un expose plus systematique de l’algorithme que nous obtenons, nous 
renvoyons le lecteur a [3]. Nous nous contenterons ici d’en exposer les grandes 
lignes. Nous avons en effet choisi, dans le texte qui suit, de developper davantage, 
d’une part les techniques combinatoires, d’autre part la presentation des propri- 
CtCs algebriques structurelles mises en valeur par nos resultats. 
Ceci nous am&e a proposer le plan suivant: 
1. Rang sur un semi-groupe. 
2. Images B droite, representations ordonnees 5 droite. 
3. Theoremes de finitude et de decidabilite. 
4. La finitude des semi-groupes lineaires est decidable (sur un corps 
commutatif). 
5. Relativisations de la notion de finitude. 
1. RANG SUR SEMI-GROUPE 
Nous precisons ici les resultats de factorisation que l’on peut obtenir en 
developpant la technique mise en muvre dans [2]. 
Soit done X un ensemble quelconque, aussi appele alphabet. On note X* le 
mono’ide libre sur X, dont les elements sont aussi appeles mots. Un motfde X* 
est dit de longueur K (notation: 1 f 1 = K) si f appartient B Xk, oti k est un entier 
positif. L’ClCment neutre de X* est le mot vide de X*, que nous notons e. 
La longueur du mot vide est zero. Le sous-semi-groupe de X* form6 des mots 
non vides est le semi-groupe libre X+ sur X. 
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Notation. Soient H un semi-groupe, et [Hj l’ensemble sous-jacent. Nous 
appelons phrase sur H tout mot de (HI*. Une phrase w’ sur H est une sous-phrase 
d’une phrase w si et seulement si le mot w’ de [fl* est un facteur, ou sous-mot 
de w. On notera alors: 
WI c w. 
Si w est une phrase sur H appartenant a [Hlk, on dira qu’elle est de longueur k, 
et on la notera sous forme d’une suite: 
La kalisation de w duns H est le produit dans H defini par: 
wx = gig, “‘gk. 
Une phrase w sur un semi-groupe libre X+ sera dite phrase extraite d’une 
mot f de X+ si et seulement si sa realisation We est un facteur, ou sous-mot du 
mot f. 
DEFINITION 1.1. On appelle rang SW un semi-groupe H toute application p de 
H dans N qui verifie: 
‘df, g E K did G inf(ffy d. 
Le rang p sur H est dit borne’ s’il existe un entier m, verifiant: 
On dira dans ce cas que p est major&par nq, . 
DEFINITION 1.2. Soient p un rang sur un semi-groupe H et w = (gr , g, ,..., gk) 
une phrase sur H. Nous dirons que p est constant sur la phrase w si l’on a: 
En d’autres termes, p est constant sur w si et seulement si pour toute sous- 
phrase w’ de w on a 1’CgalitC: 
P(%‘) = P(W*)- 
Nous rappelons maintenant - avec des notations legerement modifiees - 
l’enonce du lemme technique etabli dans un prCcCdent article [2]. 
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LEMME 1 .l. Pour toute fort&ion Y de N duns N, il existe une fonction R(V) 
de N duns N, vt+i$ant la condition suivante: 
pour tout rang p sur X+ major+ par un entier m,, et tout mot f de X’ de longueur 
au moins gale h R(v, m,) = R(v)(m,), et de rang non nul, on peut trouver: 
- un entier s non nul, 
- une phrase w extraite de f de la forme 
w = (8, 3 g, ,‘.., gd avec 1 d I gi I < s 
tels que p soit constant sur la phrase f. 
Preuve. Pour la preuve du lemme 1.1, nous renvoyons a [2], oh now avons 
Ctabli ce resultat en construisant une telle fonction R(v) comme suit, par 
recurrence. 
W, 1) = v(l), 
R(v, n + 1) = R(v, n) . v(R(v, n)). 
COROLLAIRE 1.1. Pour toute fonction p de N darts N, il existe u12e fonction S(p) 
de N duns N vhifiant la propriete’ suivante: 
pour tout alphabet de cardinal au plus &gal a un entier d, et tout mot f de V+ de 
longueur au moins egale a S(u, d) = S(p)(d), on peut trouver 
- un entier s non nul, 
- une phrase w extraite de f de la forme 
w = (v, h, , v, h, , v, . . . . v, h‘,(s) , v) 
avec 
Preuve. Definissons une fonction v de N dans N en posant: 
VtEN, v(t) = 1 + /L(2t - 1). 
Pour tout mot f de V+, notons p(f) 1 e nombre de lettres de V qui ne sont pas 
utilisees pour Ccrire f. Alors p est un rang sur V+ major6 par d. Si f est de longueur 
au moins Cgale a R(u, d), il existe d’apres le lemme 1.1, un entier t et une phrase 
wr extraite de f 
Wl = (817 g2 ,..., g,(t)) avec 1 < I gi I < t, 
sur laquelle le rang p est constant. 
On en deduit que chacun des mots gi est Ccrit en utilisant exactement le 
m&me ensemble de lettres de V. Choisissons l’une de ces lettres et notons-la v: 
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on trouvera v dans chacun des g, , et deux occurences de v ainsi repCrCes dans 
les mots gi et g,+r seront separees par au plus (2t - 2) lettres. On obtient done 
une phrase extraite de f de la forme: 
w = (74 h, , vu, h, , VT..., v, h&l > 4, l<\h,vI<2t-1. 
C’est bien la phrase cherchee, correspondant a la valeur de s: 
s=2t- 1. 
THI~OR~ME 1. Soit X un alphabet jini de cardinal d. 
Pour toute fonction a de N dans N, il existe une fonction Td(ol) de N dans N 
vkrifant la proprit%: 
pour tout rang p SUY X+ majort! par un entier m, et tout mot f de X+ de longueur 
au moins Lgale h Td(o[, m,) = Td(ol)(m,), on peut trouver: 
- un entier s non nul 
- une phrase extraite de f de la forme: 
w = (u,f1 9 %fi , u,.-., u,f,w , u), 
1 <IfpI Gsetlul #O 
tels que p soit constant sur w. 
Preuve du &or&e 1. Pour tout entier p, notons d, le cardinal de l’ensemble 
des mots non vides de longueur au plus p sur l’alphabet X a d elements. On a: 
d = d - d”” 
2, l-d ’ 
Pour tout entier n, soit A,, la fonction de N dans N definie par: 
VSEN, X,(s) = ti(n * s) 
Nous posons enfin pour tout entier n: 
44 = W, , 4) (cf. corollaire 1 .l), 
T&G m,) = J+, , m,) (cf. lemme 1.1). 
Si f est un mot de X+ de longueur au moins &gale a Td(ol, m,,), il existe d’aprb 
le lemme 1.1 un entier p, et une phrase wr extraite de f de la forme: 
Wl = (81 7 g, ,...I gd avec 1 < I gi I G P 
sur laquelle p est constant. 
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Soit V l’alphabet dont les lettres sont les mots de X+ de longueur au plus 
Cgale ap. Considerons wr comme un mot sur I’alphabet V, de longueur: 
I WI I = v(P) = w, , d,). 
D’apres le corollaire 1. I, il existe un entier t strictement positif et une phrase 
extraite du mot wr de la forme: 
avec 
w2 = (v, A,, v, h2 9 v,..., v, k&l.,, 7 v) 
oti a est une lettre de V, et oh la longueur 1 @I 1 est calculee dans V+. 
Remplacant a present chacun des mots ZI et hd par sa realisation dans X+, 
on obtient une phrase extraite de f de la forme: 
oh l’on a pose: u = V~ ; fi = (hi), , avec les conditions: 
La phrase w est done la phrase cherchee, correspondant B I’entier: 
s=p*t 
2. IMAGES A DR~ITE-REP~SENTATIONS ORD~NN&~ A DROITE 
Aprts avoir formalise la notion de rang, nous allons formaliser la notion 
d’image d’un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie. Nous 
definirons la notion de regularite d’un semi-groupe par rapport a I’image, 
generalisant la notion d“‘endomorphisme pseudo-regulier” etudiee dans [3]. 
DEFINITION 2.1. Nous appelons degrd SW un ensemble ordonne’ A la don&e 
d’une application 6 de A dans N verifiant: 6 est une application ordonnee, 
(6(d) = S(d’) et d ,< d’) 3 d = d’. 
En d’autres termes, un degre sur rl est une application strictement croissante 
de A dans N. 
DEFINITION 2.2. Nous appelons image h droite sur un semi-groupe H la 
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donnee d’une application Im de H dans un ensemble ordonne a degre (A, 6) 
verifiant le.9 propriettb: 
(i) stab&X ci droite 
Vf, g, h E H, Imf = Im h =z- Imfh = Imgh, 
(ii) dkcroissance ci gauche 
Vf, h E K Im fh < Im h, 
(iii) dkroissance ir droite “module le degre’” 
Vf, h E H, (6 o Im) fh < (6 o 1m)f. 
L’application p = 6 0 Im est alors un rang sur H. 
On peut restreindre A a l’ensemble des images par Im des elements de H. 
De plus, si H est un mono’ide, l’ensemble Im(H) possede un plus grand Clement 
Im(1,). La don& d’une fonction image 5 droite sur un mondide Cquivaut 
alors a celle d’une “representation ordonnee a droite”: 
DEFINITION 2.3. Nous appelons reprtkntation ordonnbe k droite d’un 
semi-groupe H sur un ensemble ordonne a degre (A, S) muni d’un plus grand 
Clement note E, la don&e 
(i) d’une action * de H h droite sur A, vt+iant: 
(ii) dkcroissance 6 gauche 
(iii) dkroissance ~3 droite “nwdulo le degrt?’ 
‘6 heff, S(E * fh) < S(E *f). 
En effet, si Im est une fonction image a valeur dans (A, 6) et si Im est surjective, 
on definit une representation a droite de Hen posant: 
‘?f, h E H, (Im f) t h = Im fh, 
E=Iml,. 
Inversement, &ant donrke une representation ordonne B droite de H sur 
(A, S), on definit sur H une fonction image a droite en posant: 
VfsH, Imf =E*f. 
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En particulier, si E est un espace vectoriel de dimension finie sur un corps 
quelconque (skewfield), soit A le treillis des sous-espaces vectoriels de E, et 
soit 8 l’application qui associe a chacun des sous-espaces de E sa dimension. 
Le couple (A, 6) est un ensemble ordonne 5 degre. On definit canoniquement 
une image a droite sur le semi-groupe End(E): elle associe a chaque endo- 
morphisme son image, au sens algebrique du terme. On notera que nous avons 
choisi de faire operer les endomorphismes & droite sur E. 
DEFINITION 2.4. Soit Im une image Q droite sur un semi-groupe H a valeur 
dans un ensemble ordonne ?I degre (A, 8). Une phrase sur H de la forme: 
est dite Im-r&uliere si et seulement si pour tout entier p et toute application 0 
de I’intervalle [l, p] de N dans [l, A], on a l’egalite: 
En d’autres termes, la phrase w = (gr , g, ,..., gk) est Im-reguliere si et 
seulement si le semi-groupe engendre par les gi est tout entier contenu dans 
une tngmejbre de H au dews de A pour l’application Im. 
LEMME 2.1. Soit p = 6 0 Im le rang SW un semi-groupe H, d+ni par u12e 
fonztion image h droite Im. Si p est constant sur une phrase v de la forme: 
v = (%fi 9 u,f2, UP..., u,f* , u) 
alors la phrase w suivante: 
w = (flu, f2%.., f#) 
est Im-rf?guQre et son image vaut Im u. 
Preuve. On a clairement les inegalites: 
Im ufg4 < Imfju < Im u, 
Im ufju < Im fiu < Im u. 
De plus, ces inegalids sont en fait des Bgalites a cause de la proprit% de rang 
constant. Par stabilite P droite, on obtient: 
Im fr ufu = Im uf,u = Imfiu = Im u, 
Im fj ufiu = Im ufiu = Im fp = Im u. 
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Par la mCme mkthode et l’usage d’une induction sur k, on obtient aiskment le 
rksultat . 
T&O&ME 2. Soit X un alphabet fki de cardinal d. Pour toute fonction 01 de N 
darts N, il existe une fonction Te(a) de N dans N vt@iant: 
pour toute image a droite Im de X+ dans un ensemble ordonne ci degre’ (A, 6) 
majore’e par un entier m, et pour tout mot f de X+ de longueur au moins igale h 
Te(ol, m,), on peut trouver 
- un entier s non nul, 
- une phrase w extraite de f de la forme: 
avec 
tels que w soit Im-rtguliere. 
Preuve. La fonction Tc(ol) a &tc dkfinie dans le thCor&me 1. Le rksultat 
suit du thkorkme 1, & condition d’y poser: 
Le lemme 2.1 permet de conclure. 
THBO~ME 3. Soit X un alphabet fini de cardinal d. Pour toute fonction /3 
de N darts N, il existe une fonction L&I) de N dans N veri$ant: 
pour toute image a droite Im sur X-i- majoree par un entier m, , et pour tout mot f 
de X+ de longueur au mains gale h L&I, m,), on peut trouver: 
- un entier s non nul, 
- une phrase w extraite de f de la forme: 
w = (g1 9 ga ,**-7 geb,)~ 
Card{g, I 1 < i < b(s)> < s. 
Preuve. Dkfinissons une fonction OL de N dans N en posant: 
Vs E N, a(s) = /3(d,) = fl ( d I-t;1 ). 
Nous posons alors: 
UP, m,) = T&T md 
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On conclut alors par le lemme 2.2, en remarquant que d, est le nombre de mots 
de X+ de longueur inferieure ou Cgale a s. 
Le lemme suivant a pour but d’interpreter la notion de phrase Im-reguliere 
dans le cas des semi-groupes lineaires. 
hmME 2.2. soit E un espace vectoriel sur un corps K quelconque, et soit 
# une suite jinie d’endomorphismes deE de rang jini: 
II y a equivalence ntre les enonces uivants: 
(i) 4 est une phrase Im-reguliere, 
(ii) les $i ont tous m&me image E1 , et chacun d’eux induit sur E1 un auto- 
morphisme, 
(iii) il existe un idempotente , de End(E) qui opere par produit a droite sur 
les +j comme l’identitd, et tel que les endomorphismes , . c+$ engendrent un semi-groupe 
regulier, 
(iv) les $j sont tous nuls, ou alors il existe une base de E dans laquelle chaque di 
puisse s’krire, pour une decomposition par blocs commune aux & , sous la forme: 
0% les matrices Aj sont des matrices carrees inversibles. 
Preuve. (i) * (ii) Soit E1 le sous-espace de E, image commune attach&e 8 
la phrase Im-rCguliere 1+5. On a alors: 
On en deduit que les $i induisent sur E1 des automorphismes. 
(ii) + (iii) Soit e, un endomorphisme de projection de E sur E1 . 11 est 
defini par une decomposition directe E = Et + E,, . Pour tout i, l’endomorphisme 
elk est nul sur E,, , et induit sur E1 le m&me automorphisme que $a . Le semi- 
groupe engendre par les ei& est alors rtgulier, puisqu’il est isomorphe a un 
semi-groupe d’automorphismes de E1 . 
(iii) 3 (iv) On choisit une base de E qui soit reunion d’une base de E1 
et d’une base de E, . L’CnoncC (iv) ne fait que traduire (iii) en Ccriture matricielle. 
(iv) + (i) C’est une consequence immediate des calculs de produits: 
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3. THBOR~MES DE FINITUDE ET DE DBCIDABILITB 
Nous avons pour but de mettre ici en evidence la notion d’Im-noyau. I1 
s’agit la d’une notion essentielle lorsque l’on veut etudier les problemes de 
finitude. De plus elle apparait d&s que l’on etudie la structure induite sur un 
semi-groupe par une representation ordonnee a droite; elle permet alors de 
reinterpreter le theoreme 3 en termes de structure. Dans le cas des semi-groupes 
lineaires, a chaqueIm-noyau sera canoniquement associe ungroupe caractiristique. 
Les groupes caracteristiques d’un semi-groupe lineaire joueront exactement le 
m&me role, en ce qui concerne la finitude des congruences, et la decidabilite 
de cette finitude, que celui joue (theortmes 4 a 8) par les Im-noyaux dans le cas 
general. 
Dans toute cette partie, nous raisonnons sur une presentation d’un semi-groupe 
H, c’est-a-dire sur la don&e d’un ensemble S de generateurs de H. Le type 
de la presentation (H, S) est le cardinal de S. Le semi-groupe H est de type 
Jini s’il admet une presentation de type fini; il est de type k (entier) s’il admet 
une presentation de type k, mais n’admet pas de presentation de type k’ stricte- 
ment inferieur a k. 
DEFINITION 3.1. Nous appelons Zargeur de H pour la prhentation (H, S) 
le plus petit entierj, s’il existe, verifiant: 
La largeur de H pour la presentation (H, S) est infinie si un tel entier n’existe pas. 
La Zargeur de H (sens absolu) est la borne superieure des largeurs de H pour 
toute presentation de H. 
Si H est de type fini et de largeur finie, il est fini. Noter qu’un semi-groupe 
peut Ctre localement fini saris Ctre de largeur finie. 
Avant de demontrer les theoremes fondamentaux, il nous faut preciser quel 
est l’outil de description structurelle que nous fournissent les theoremes 2 et 3, 
relativement k la finitude et a sa decidabilite. 
DEFINITION 3.2. Soit Im une fonction image 51 droite sur un semi-groupe H, 
B valeur dans un ensemble ordonrk a degre. Nous appellerons Im-noyau l’objet 
defini par l’un des CnoncCs equivalents suivants: 
(i) tout semi-groupe engendre par les “mots” de H utilises pour Ccrire 
une phrase Im-reguliere sur H. 
(ii) tout sous-semi-groupe de H de type fini et Im-regulier. 
(iii) tout sous-semi-groupe de type fini de H contenu dans une seule 
fibre de H au dessus de A. 
Soit a present Hun semi-groupe lineaire, muni canoniquement d’une applica- 
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tion image a droite a valeur dans le treillis A des sous-espaces d’un espace 
vectoriel de dimension finie E sur un corps quelconque (skewfield). 
A tout Clement d de A, on peut attacher un idempotent e de End(E) qui 
opere par produit a droite comme l’identite sur d, et done aussi sur Imel( 
et dont l’image dans A est d. Nous I’appellerons idempotent caracteristique de d. 
Avec les notations du lemme 2.2, d est l’espace vectoriel El , image commune a 
toute une phrase Im-reguliere. Le choix de l’idempotent e correspond biuni- 
voquement au choix d’un sous-espace supplementaire de El dans E. 
DEFINITION 3.3. Soit JV un Im-noyau du semi-groupe lineaire H, et soit d 
1’ClCment de JV dont la fibre contient M. Nous appellerons groupe curact&ristique 
de H Apache’ ci JV, le groupe G(J) engendre par le semi-groupe regumier 
e = eJlre, oh e designe un idempotent caracteristique de d. 
Le groupe caracteristique G(N) est done dCfini a similitude p&s. 
En d’autres termes, si M est engendre par une suite finie de matrices simultanb 
ment reduites (cf. lemme 2.2) sous la forme: 
Ai 0 
i i B, 0 
oh les Ai sont des matrices carrees inversibles, alors G(J) est le groupe engendre 
par les matrices Ai . 
LEMME 3.1. Soit H un semi-gvoupe linkaire. Un Im-noyau JV de H est 
jki si et seulement si le groupe caractbristique G(N) est, $ni. 
Preuve. Soit N un systeme (fini) de gCnCrateurs de JV. D’apres la forme 
de la representation matricielle, on voit que tout Clement de H s’Ccrit comme 
produit d’un Clement de N par un Clement du mono’ide (e} u eMe, oh e est 
l’idempotent caracteristique associe a J. Done JV est fini si et seulement si 
exe est fini. 
On con&t soit directement, soit par le lemme suivant. 
LEMME 3.2. Soit H un semi-groupe lintfaire. Tout Im-noyau $ni M de H 
contient un soti-groupe isomorphe au groupe caract6ristiqu-e G(N). En part&z&r, 
tout semi-groupe de matrices pkiodiques contient au mains un sow-groupe isomorphe 
& chaque groupe caractt+istique. 
Preuve. Tout Im-noyau fini JV contient une matrice periodique, dont une 
puissance est un idempotent e. 11 est clair que e op&re par produit B droite 
comme l’identite sur l’image de e, et done sur tout l’Im-noyau JV. Le semi- 
groupe eJlre est done un semi-groupe rtgulier fini: c’est done un groupe; or il 
engendre le groupe caracteristique de JV (?I similitude pres), il est done lui- 
m&me ce groupe caracteristique. 
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PROPOSITION 3.1. Soit /3 une fonction de N duns N. Soit H un semi-groupe 
lin&aire engendrk par un ensemble S de cardinal fini d d’endomorphismes de IF. 
Pour tout mot f du semi-groupe libre S de longueur au moins &gale ci Ld(lg, m), 
on peut trouver : 
- un entier s non nul, 
- une phrase extraite de f de la forme: 
w = (a t gz 1**-, go(,) 1 7 
Card{g, [ 1 < i < /3(s)) < s 
tels qu’en notant 4 l’homomorphisme canonique de S sur H, 
(i) les endomorphismes +(gi) engendrent un Im-noyau JV de H, 
(ii) le produit d’endomorphismes +(f) ne change pas si l’on remplace chacun 
des +(gJ par son image duns le groupe caractkistique de A”. 
Preuve. Cette proposition reprend le thCo&me 3, le prkcisant un peu dans 
le cas des semi-groupes linkaires. Ces prkcisions sont obtenues en observant 
la faGon dont on passe du thkorkme 1 au thtor&me 3. 
On obtient la phrase w en posant, pour tout entier i de l’intervalle [l, k] de N, 
dans une phrase extraite de f de la forme: 
(%.A 7 %.fi > UT..., %fk, u) 
obtenue par le thtorbme 1. On a de plus pour tout i: 
Im $(fp) = Im 4(u). 
Or le groupe caractkristique G(N) d Ccrit exactement les endomorphismes 
induits par les +(gJ sur l’espace vectoriel Im 4(u). 
11 est clair que les mCmes observations permettraient de &crire et de prkiser, 
sous Ie mCme mode, le thkorkme 2 dans le cas des semi-groupes linbaires. 
Nous CnonGons A p&sent les principaux rksultats que nous avons obtenus 
sur la finitude des semi-groupes, et sur la dCcidabilit6 de la finitude. 
THBORBME 4. Soit H un semi-groupe, admettant un systkme S de gt+n&ateurs de 
cardinal fini d. Soit Im une image h droite sur H majorbe par un entier m, . 
Si /3 est une fonction de N dans N telle que pour tout entier k, /3(k) soit un majorant 
de la largeur de tout Im-noyau de type au plus k, alors l’entier L&/3, m,) mojore 
la largeur de H. 
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Preuve. Ce theoreme est prouve par le theoreme 3. Nous verrons qu’il n’en 
Cpuise pas la portee. 
Plus generalement, soit 9? une congruence sur H. Nous appellerons W-largeur 
de H, ou d’un semi-groupe M de H, la largeur du semi-groupe quotient H/.92, 
ou de I’image de M dans ce quotient. 
LEMME 3.3. Un semi-groupe H, muni d’une image a droite bornee, est de 
largeur finie si et seulement si ses groupes caracteristiques sont de largeur bornee. 
Preuve. Theo&me 4. 
THBOGME 5. Soit H un semi-groupe v&iJiant les conditions du theoreme 4. 
Soit W une congruence de semi-groupe sur H. 
Si pour tout entier k, l’entier /3(k) majore la 9Wargeur de tout Im-noyau de H 
de type au plus k, alors l’entier Le(& m,) majore la W-largeur de H. 
Preuve. Theo&me 3. 
THI?ORI& 6. Soit H un semi-groupe muni d’une image a droite bornee. 
Supposons H de type fini. 
Une congruence st $nie sur H si et seulement si sa restriction h tout Im-noyau 
est Jinie. 
COROLLAIRE 3.1. Soit H un semi-groupe muni d’une image B droite locale- 
ment born&e. Une congruence est localement finie sur H si et seulement si sa 
restriction a tout Im-noyau est une congruence finie. 
COROLLAIRE 3.2 (theoreme de Burnside) (cf. [6J). Tout semi-groupe de ma- 
trices periodiques a coefficients dans un corps commutatif est localement fini. 
Preuve. Tout groupe de matrices periodiques a coefficients dans un corps 
commutatif est fini, d’aprlts le theorbme de Burnside pour les groupes de 
matrices (Schur [S]). 
On en deduit que tout groupe caracteristique d’un semi-groupe de matrices 
periodiques est fini. Tout Im-noyau de ce semi-groupe est done fini, d’oh I’on 
conclut par le theorbme 6. 
Ce dernier resultat a deja CtC Ctabli par McNaughton et Zalcstein par d’autres 
voies [6]. La demonstration proposee ici donne des raisons structurelles au 
resultat. On verra qu’elle permet, en outre, d’etablir la decidabilite de la finitude. 
PROPOSITION 3.2. Soit H un semi-groupe admettant un ensemble Jini de 
gerserateurs de cardinal d. Soit Im une image a droite sur H majoree par un entier 
m. . 
Si /3 est une fonction de N dans N telle que, pour tout entier k l’entier p(k) soit 
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un majorant de la largeur de tous les Im-noyaux finis de type au plus k, alors I’entier 
L&3, m,) majore la largeur de H, h supposer qu’elle soit $nie. 
Preuve. ThCoreme 3. Cette formulation legbrement differente de celle 
donnee par le theorbme 5 nous permet d’aborder le probleme de la decidabilite 
de la finitude. 
THBORBME 7. Soit H un semi-groupe verifiant les conditions de la proposition 
3.2. 
Si pour tout entier k on peut calculer un entier /3(k) qui majore la largeur de 
tout Im-noyau $ni de type au plus egal a k, alors on peut decider si H est jini. 
Preuve. Consequence directe de la proposition 3.2. En effet, pour calculer 
l’entier L&3, m,), on n’utilise qu’un nombre fini de valeurs de la fonction /3. On 
calculera done les valeurs de /I necessaires au calcul successif des entiers 
Ld(B, I), 44% %.., LdM 9). 
Ce calcul est fond& sur les parties techniques 1 et 2. Pour plus de precision sur 
cet “algorithme”, voir [3]. 
On verra dans la quatrieme partie de cet article, que les conditions du theoreme 
7 sont vCrifiCes pour les semi-groupes lirkaires sur un corps commutatif. 
THBOR&ME 8. Soit H un semi-groupe verifiant les conditions de la proposition 
3.2. 
Supposons que l’on puisse, pour chaque Im-noyau .N de H, prksente’ par un 
systBme jini de generateurs, dormer un algorithme, s’arrdtant toujours, qui determine 
si JV est jini et en calcule, darts ce cas, la largeur. Alors il existe un algorithme 
decidant si H est $ni. 
Preuve. La fonction /I utilisee dans le theoreme 3 ne nous est dans le cas 
present d’aucune utilite. Nous utiliserons plutot le theoreme 2. Nous chercherons 
done a calculer une fonction a remplissant les conditions de ce theoreme, si 
cela est possible. 
L’algorithme que nous proposons travaille done ainsi. Pour les valeurs 
successives de l’entier k, il determine s’il existe un Im-noyau, engendre par des 
elements de S u Sa v ... v Sk, qui soit iniini. Si la reponse est positive, H est 
infini. Si elle est negative, il calcule la plus grande largeur, oI(k), obtenue pour ces 
Im-noyaux. 
11 calcule ainsi jusqu’a pouvoir calculer l’entier Td(a, 1). 11 determine alors 
les valeurs de or(k) necessaires au calcul de Td(ol, 2) et cherche Q les calculer si 
c’est possible, de la mCme facon. 
S’il a pu calculer Td(a, ma), il lui reste a verifier si la largeur de H est inferieure 
ou &gale a Td(a, m,). Dans le cas positif, H est fini. Dans le cas negatif, H est 
infini. 
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PROPOSITION 3.3. Soit H un semi-groupe lineaire SW un corps quelconque 
(skewjeld) muni de son image a droite canon@ue. 
Tous les rtfsultats de cette partie (theorkmes 4 h 8) restent inchanges i l’on y rem- 
place “Im-noyau” par “groupe caracteristique”. 
Preuve. Proposition 3.1. 
COROLLAIRR 3.3. Un semi-groupe lineaire sur un corps quelconque 
(skewfield) est localement fini si et seulement si tous ses groupes caracteristiques 
sont finis. 
Ce resultat generalise un resultat de McNaughton et Zalcstein [6]. De m&me, 
nous pouvons prolonger certains resultats du m&me article et d’un article de 
Zalcstein [l l] sur les semi-groupes lineaires localement testables. 
Notation (semi-groupes localement testables). Soit k un entier non nul. 
Notons 9h la congruence sur H definie comme suit: si w et w’ sont deux 
phrases sur H admettant m&me sous-phrase initiale (resp. terminale) de longueur 
k - 1, et admettant m&me ensemble de sous-phrases de longueur k. Alors les 
mots w et w”) sont congrus modulo ?Tk . La congruence Yk est la plus petite 
congruence verifiant ces relations. 
DI?FINITION 3.4. Le semi-groupe h est dit k-testable si et seulement si la 
congruence _Yk est 1’CgalitC sur H. 
H est dit testable si, pour un entier k, il est k-testable. 
H est dit localement estable si tout sous-semi-groupe de type fini de H 
est testable. 
On voit que nos terminologies different un peu de celles de Zalcstein [l l] 
si H n’est pas de type fini. 
LEMME 3.4. Soit H un semi-groupe lineaire sur un corps quekonque. Si H est 
localement estable, ses groupes caractkistiques sont triviaux. II est done localement 
_h ni. 
Preuve. Si H est k-testable, on a pour tout Clement de H, et done aussi 
d’un groupe caracteristique: 
g 
k+l - -gk 
ce qui Ctablit que tout groupe caracteristique est reduit a son Clement neutre. 
En raisonnant localement, ceci Ctablit la premiere affirmation. 
Les groupes caracteristiques &ant finis, H est localement fini. 
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PROPOSITION 3.4. Soit H un semi-groupe lint!aire. On a les t$uivalences 
suivantes : 
(i) H est localement testable 
(ii) Tout Im-noyau de H contient un idempotent, et pour tout idempotent e 
de H le semi-groupe eHe est un semi-groupe commutatif form6 d’idempotents. 
Preuve. 
(i) 3 (ii) Si tout groupe caracteristique est trivial, il s’en suit que tout 
Im-noyau est compose d’idempotent. Le reste de 1’CnoncC est alors Ctabli par 
Zalcstein [l 11, puisque H est localement fini. 
(ii) * (i) Ctabli par MC Naughton [5]. 
COROLLAIRE 3.4. Soit H un semi-groupe lineaire de type fini sur un corps 
quelconque (sketield). 11 existe un algorithme decidant si H est localement 
testable. 
Preuve. Si le corps de base Ctait commutatif, nous pourrions dans un 
premier temps decider de la finitude de H, grace a la technique developpee en 
4eme partie. L’CnoncC (ii) de la proposition 3.4 permet alors de decider si H 
est localement testable. 
Ce premier pro&de est tres couteux en complexit de calcul. Nous disposons 
en effet d’un algorithme plus rapide, qui de plus reste valable sur un corps non 
commutatif. 
Soit done S un systeme de generateurs de H de cardinal fini d. Soit m, la 
dimension des endomorphismes de H. Nous pouvons calculer l’entier Ld( 1, m,,) 
defini au theoreme 3, dans le cas oti la fonction /I de N dans N est la fonction 
constante Cgale a 1 sur tout N. Nous disons queL,(l, m,) majore la largeur de H, 
a supposer que H soit localement testable. En effet, si c’est le cas, les groupes 
caracteristiques de H sont triviaux, et done de largeur Cgale a 1 (en admettant, 
dans la definition de la largeur d’un groupe, que l’on a pose So = {l}, on voit 
qu’un groupe est de largeur 1 si et seulement si il est trivial). On verifiera done 
dans une premiere Ctape si la largeur de H est majoree par L&l, m,). Dans le 
cas negatif, H est peut-Ctre fini, mais n’est certainement pas localement testable. 
Dans le cas positif, il nous reste a decider de la testabilite locale pour un semi- 
groupe fini, ce que l’on fait a nouveau par l’enonce (ii) de la proposition 3.4. 
4. LA FINITUDE DES SEMI-GROUPES LINhAIRES EST DkIDABLE 
(SUR UN CORPS COMMUTATIF) 
On trouvera des precisions sur les calculs de cette partie dans [3]; nous y 
developpons I’algorithme dont nous prouvons ici l’existence, en presentant 
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synthetiquement sous forme d’organigramme la succession des calculs a effectuer 
pour emporter la decision. 
Dans toute la suite, on supposera donne un corps K commutatif. 
Au vu des rCsultats du theoreme 7 et du lemme 3.1, il s’agira ici essentiellement 
d’etablir la decidabilite du “critere de Burnside” simultanCment pour tous les 
groupes caracteristiques de H. Nous le ferons en reprenant la preuve du theoreme 
de Burnside pour les groupes de matrices, telle qu’elle est don&e dans Kaplansky 
[4], en montrant que cette preuve peut se faire de maniere “constructive”. 
THBOR~ME 9. On peut decider si un semi-groupe lineaire sur un corps commu- 
tatif est Jim. Plus prkisement, connaissant H, on peut calculer un entier qui en 
majore la largeur. (H est suppose donrae’ par un ensemble jini de generateurs). 
Preuve. Pour Ctablir ce theoreme, utilisant le theoreme 7 et le lemme 3.1, 
il nous suffira de prouver le resultat suivant: 
THBOF&ME 10. Soit H un semi-groupe de type Jini de matrices h coe@ients 
dans K. Pour tout entier k strictement positif, il existe un entier ,6(k) pm majore 
la largeur de tout groupe caracteristique d  H de type au plus k. 
L’entier p(k) dt@nd de la dimension m des matrices de H, du cardinal d d’un 
ensemble Jini S de generateurs de H, et de l’ensemble Y des coefiients des matrices 
de S. 
Preuve du theordme 10. Nous decrivons les &apes de la preuve du theoreme 
10 sous forme de trois lemmes. 
LEMME 4.1. Les ravines de l’unite’ qui sat racines caracteristiques d’une 
matrice de H sont d’ordre major6 par un entier cab&able N = N(m, 9) ne 
dependant que de la dimension m et de l’ensemble Y des coe&ettts des matrices de S. 
Preuve. Les coefficients des matrices de S engendrent, sur le sous-corps 
premier 17 de K une extension l7(9) qui est, puisque de type fini, extension 
algebrique, dont nous noterons 7 le degre, d’une extension 17’ purement trans- 
cendante de Il. On en deduit aisement que II(Y) est isomorphe a un corps de 
matrices car&es de dimension r sur l7’, et par suite il est clair que H est isomorphe 
a un semi-groupe H’ de matrices de dimension T x m sur l7’. 
En caracteristique p # 0, on en deduit, puisque tout polynome a coefficients 
dans et irreductible sur II reste irreductible sur II’, que toute racine de l’unite 
qui soit racine caracttristique d’une matrice de H est d’ordre major6 par: 
N=N(m,9’)=pX”--1 
En caract&istique nulle, soit, pour tout entier i, A(i) un entier tel que tout 
polynbme cyclotomique d’une racine de l’unite d’ordre superieur a h(i) soit 
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un polynbme de degre superieur a i (Pour le calcul d’une telle fonction A, qui 
realise en quelque sorte une inversion de la caracteristique d’Euler, voir [3]). 
11 suffira de poser: 
N = N(m, 9) = A(T x m) 
LEMME 4.2. Soit A un ensemble jini de racines de l’unite’, et soit G un groupe 
de matrices de dimension m SW K, dont toutes les racks caracthistiques appartien- 
nent h A. Si G est irriductible sur la &ure alghique de K, alors il est fini, et de 
cardinal major& par: 
(Card A)m”. 
Preuve. La condition supposee implique que la fonction trace prend 
sur G au plus (Card A)m valeurs. Le resultat s’en deduit aussitbt. 
LEMME 4.3. Soit G un groupe admettant, en tant que groupe, un systbme fini 
de q gtknhateurs. Soit G/R un quotient fini de G, de cardinal r. I1 existe un systhne 
jini D de cardinal (2q + r) d’&ments de G, et un sous-monofde T de R engendrk 
, I par (2q + r) elements, v&iJant: 
G=T.D. 
Preuve. On prend pour former D les q generateurs de G ainsi que leurs 
inverses, et l’on complete ce systbme pour que soient representees toutes les 
classes de G modulo R. Si alors ai et aj sont dans D, il existe un aj’ dans D et 
un tij dans R, verifiant: 
aiaj = tijaj, . 
Les tij engendrent alors dans R le sous-monoide cherche. 
LEMME 4.4. Soit A un ensemble jini de racines de l’unite’. Pour tout couple 
(m, s) d’entiers strictements positifs, il existe un entier &(s) qui majore le cardinal 
de tout groupejini G de matrices de dimension m sur K engendrk par s matrices dont 
toutes les racines caract&istiques appartiennent 6 A. 
Preuve. Nous raisonnons par recurrence sur m. 
(a) Supposons m = 1. 
Si G n’est pas reduit a 0, il est clair que G est un sous-groupe de A. On peut 
done poser: 
Vs’sN, fir(s) = Card A. 
456 G?hRD JACOB 
(b) Supposons /$,,(s) connu en dimension m’ strictement inferieure a m, 
calculons pm(s). 
Si G est irreductible sur la cloture algebrique de K, il est fini, de cardinal 
major-6 par: 
(Card A)m3. 
Si G n’est pas irreductible, on peut, par similitude, reduire simultanement 
toutes les matrices de G sous la forme: 
A 0 ( ) B C 
oh toutes les matrices A engendrent un groupe irreductible de matrices de 
cardinal au plus 6gal a: 
(Card #m-1)’ 
et oh les matrices C engendrent, par hypothese de recurrence, un groupe fini 
de cardinal major6 par &_r(s). Le groupe G admet pour quotient le groupe 
G/R des matrices de la forme: 
A 0 ( 1 0 C’ 
Ce groupe G/R est de cardinal major6 par: 
fi,,+r(s) x (Card rl)(+1J3. 
Le noyau R de ce quotient est, a similitude pres, form& des matrices de G de la 
for-me: 
4 0 
( 1 0 4 
oii II et I2 sont les matrices identite de dimension convenable. 
En caractbistique nulle, on voit qu’un tel groupe est necessairement trivial. 
On posera done: 
pm(s) = sup((Card Jms, /I+,(s) x (Card A)(m-1)8) 
et plus explicitement, comme on le verifie aisement: 
PI(s) = Card A, 
pa(s) = (Card A)*, 
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si m >, 3: 
pm(s) = (Card A)“” 
On notera qu’en caracteristique 0, les entiers pm(s) ne dependent pas de la 
valeur de l’entier s. 
En caracthistiquep non nulle, aprb avoir note que R eat un groupe commutatif, 
on constate que, si G est fmi, les matrices de R ont necessairement pour ordre 
un diviseur de p. On en deduit que le sous-mono’ide T de R decrit au lemme 4.3 
est de cardinal major6 par l’entier: 
On peut done construire les entiers pm(s) par recurrence, par les formules 
suivantes: 
r,,, = p,-,(s) . (Card A)(+l)‘, 
&(s) = sup((Card A)m”, p(2s+r3a * (2s + r,)), 
/J(s) = Card A. 
Preuve du thkorkme 10 (jn). Soit A l’ensemble des racines de l’unitt qui 
sont racines caracteristiques des matrices de H. D’apres le lemme 4.1, on a: 
Card A < 
N(N - 1) 
2 
avec, en caractt%istique p non nulle: 
et en caracthistique 0: 
N = A(T x m). 
Le lemme 4.4 nous permet de construire une fonction fi de N dans N en posant 
pour tout entier positif s: 
Cette fonction /3 est la fonction cherchee. 11 est clair en effet que tout entier qui 
majore le cardinal d’un groupe fini, en majore aussi la largeur. 
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5. RELATIVISATIONS DE LA NOTION DE FINITUDE 
Nous presentons a present quelques possibilites d’extension des r&hats 
precedents, naturellement suggCrCes par la nature des techniques combinatoires 
mises en muvre, et qui ne semblent pas den&es d’intCr&t. 
Soit done Hun semi-groupe muni d’une fonction image a droite Im, a valeur 
dans un ensemble ordonne Q degrC (A, 6). 
DEFINITION 5.1. Un sous-ensemble F de H est dit A-&i si son image dans 
A est un ensemble fini. Une propriete est dite vraie A-localement si elle est vraie 
pour tout sous-semi-groupe de H engendre par un sysdme de generateurs 
A-fini. 
Lcs deux theoremes qui suivent sont des generalisations immediates des 
thtoremes 6 et 8. 
TH~O&ME 11. Soit H un semi-groupe muni d’une image ci droite A-localement 
bornke. Une congruence est A-localement A-finie sur H si et seulement si elle est 
A-j&e sw tous les Im-noyaux de H. 
THBOR~ME 12. La A-jinitude d’une congruence sur H est dkidable si et seule- 
ment si elle est dkidable SW tous ses Im-noyaux. 
D’autres relativisations de la notion de finitude sont possible, menant a des 
theoremes generalisant les r&ultats ici present&. C’est le cas, par exemple, avec 
les definitions suivantes: 
DI!FINITION 5.2. Soit K un entier. Un semi-groupe a image a droite H sera 
dit de (k, A)-typefini si et settlement Hk admet un systBme de g&nCrateurs A-fini. 
Une propriCtC sera dite vraie (k, A)-localement si et seulement si elle est vraie 
pour tous les sous-semi-groupes de H qui sont de (K, A)-type fini. 
Nous laissons au lecteur le soin d’tnoncer les resultats obtenus dans le cadre 
de ces definitions. 
CONCLUSION 
On peut constater que les resultats que nous avons obtenus, concernant les 
factorisations de produits dans un semi-groupe a image a droite, peuvent 
apporter des informations qui depassent nettement le cadre de l’etude des 
questions de finitude. En effet, on peut dire - en parlant informellement - que 
les Im-noyaux sont les objets dans lesquels on pourra caracteriser toutes les 
propriCtCs “persistantes” du semi-groupe CtudiC. Cela laisse en particulier 
indiquer la possibilite d’applications a 1’Ctude des chaines de Markov. 
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